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本試卷共五題- 每題滿分七分

㉏겗♧X 試求滿足下列條件的最大正整數 K,

任給有限多個長度皆為 1 的閉區間 A1, A2, . . . , AN UN 為任意正整數V。若其聯
集為 [0, 2021]，則我們必定可以在 A1, . . . , AN 中找到 K 個兩兩交集皆為空集

合的區間。



㉏겗✳X找出所有的整數 n = 2k+1 > 1，使得存在某個 {0, 1, . . . , k}的排列 a0, a1, . . . , ak，

滿足

a21 − a20 ≡ a22 − a21 ≡ · · · ≡ a2k − a2k−1 (KQ/ n).



㉏겗♲X 令 n 為一正奇數。平面上的整點集 C = {(i, j) : i, j = 0, 1, . . . , 2n − 1} 構成一個

2n × 2n 的陣列，每個點上各有一隻天竺鼠，各自面向 x 軸正向、x 軸負向、y 軸正向或

y 軸負向中的其中一個方向。傑夫想要保留其中 n2 + 1 隻天竺鼠，並將其餘天竺鼠移除。

接著天竺鼠們作以下運動：在每一回合，被保留的每一隻天竺鼠同時往牠所面向的方向前

進一單位長，並保持其面向；但如果一隻天竺鼠要前進的點 (i, j) /∈ C- 則牠改為前進到
(p, q) ∈ C- 其中 p ≡ i (KQ/ 2n) 而 q ≡ j (KQ/ 2n)（舉例來說，如果一隻天竺鼠從 (2, 0)

爬向 (2,−1)，則牠改為爬到 (2, 2n − 1)。）傑夫的目標是讓所有留下來的天竺鼠，在任何

一回合都不會有兩隻天竺鼠有相同的終點，也不會有兩隻天竺鼠互相爬到對方該回合的起

點。

試證：不論起始天竺鼠的面向如何分布，傑夫總是可以達成目標。



㉏겗㔋X 設 I 為三角形 ABC 的內心，D 為 I 關於邊 BC 的垂足。設 D′ 為 D 關於 I 的

對稱點並且滿足 AD′ = ID′。以 D′ 為圓心，作圓 Γ 過 A- I 並交 AB- AC 於 X- Y。設
Z 為 Γ 上一點滿足 AZ 垂直 BC。

證明：AD- D′Z- XY 共點。



㉏겗❀X 設 n 是一個給定的正整數。某甲和某乙進行一個遊戲：甲決定一個不超過 n 次的

整係數多項式 P (x)，但是不告訴乙；乙的目標是決定是否存在一個整數 k 使得 P (x) = k

沒有整數解。乙可以進行下述的詢問：乙給甲一個常數 c，甲就會告訴乙有幾個整數 t 滿

足 P (t) = c；每次詢問需要花一塊錢。試問乙至少要付多少錢，才能保證達成他的目標？


