
2025 年亞太數學奧林匹亞初選考試（二）試題詳解暨評分標準

問題一. 令 f(n) 為 n 的所有正因數的乘積。試求所有讓 f(n) 是 n 的冪次的正整數 n。

備註：a 是 b 的冪次，若且唯若存在正整數 k 使得 a = bk。

解. 答案是 1 和所有非完全平方數。

考慮質因數表示 n = pr11 pr22 · · · prkk ，則

f(n) = (p0+1+2...+r1
1 )(r2+1)...(rk+1) × · · · × (p0+1+2...+rk

k )(r1+1)...(rk−1+1)

= nτ(n)/2, (1)

其中 τ(n) = (r1 + 1)× · · · × (rk + 1) 為 n 的正因數個數。而 n 的正因數個數為奇數，若

且唯若 n 是完全平方數，因此 f(n) 是 n 的冪次，若且唯若 n 是 1 或非完全平方數。

選題者註記： Junior Olympiad of Malaysia 2014 P1.

Marking scheme

分兩種情況：

• 在有(1)的前提下：

– 僅有(1)：4 分

– 有(1)，並得到 n 是非完全平方數但漏掉 1：6 分

– 完整證明：7 分

• 在沒有(1)的前提下：

– n 是非完全平方數但漏掉 1：0 分

– 猜測 n 是 1 或非完全平方數：1 分
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問題二. 某課本有 30 個單元，每個單元的頁數都是一個不大於 30 的正整數，且任兩個單元的頁

數都不相同。任兩個單元不會出現在同一個頁面上。假設第一單元從課本的第一頁開始，

且每個單元都緊接著前一個單元。設有 N 個單元的第一頁出現在奇數頁。試求 N 的最大

可能值。

解. N 的最大可能值為 23

令第 i 單元有 ai 頁，S0 = 0，Sn =
∑n

i=1 ai，則第 n 單元的第一頁為 Sn−1 + 1。因此問

題等價於：若 {a1, · · · , a30} 為 {1, 2, · · · , 30} 的重排，則 S0, S1, · · · , S29 中最多有幾個

偶數？

注意 Sn 與 Sn+1 的奇偶性不同，若且唯若 an 是奇數。而由於 1 到 30 中恰有 15 個奇數，

因此從 S0 = 0 這個偶數開始，Sn 數列的奇偶性恰會轉換 15 次，且其中第一次轉換會是

從偶轉奇，第二次是從奇轉偶，以此規則交替出現。這意味著 S0, S1, · · · , S30 這個數列中

至少有 ⌈15/2⌉ = 8 個奇數（因為至少有 8 次偶轉奇），因此 S0 到 S29 至少有 7 個奇數，

也就是 N ≤ 23。

最後證明 N = 23 是可達到的。以下是一個簡單的構造：

2, 4, 6, · · · , 30, 29, 27, 25, · · · 1

選題者註記：改自 All Soviet Union Mathematical Olympiad 1988 P1。

Marking scheme

構造 2 分 + 估計 5 分。對於 N 的計算錯誤至多扣 1 分。



問題三. 令△ABC 為銳角三角形，點 P、Q在邊 BC 上，滿足 ∠PAB = ∠ACB 及 ∠QAC =

∠CBA。在 AP 射線上取點 M 使得 P 在 A、M 之間，並在 AQ 射線上取點 N 使得 Q

在 A、N 之間，滿足 AP
PM

= QN
AQ
。證明直線 BM 與 CN 的交點落在三角形 ABC 的外接

圓上。

解. 令 S 為直線 BM 與 CN 的交點，易知 △ABP 與 △CAQ 相似。因此

BP

PM
=

BP ·QN

PA · AQ
=

AQ

QC
· QN

AQ
=

QN

QC
.

又 ∠BPM = ∠CQN，所以 △BPM 與 △NQC 相似，因此 ∠BMP = ∠NCQ，可知

△BPM 與 △BSC 相似。可得

∠CSB = ∠BPM = 180◦ − ∠BAC.

選題者註記：改編自 2014 ISL G1.

Marking scheme



問題四. 試求所有正整數 n，滿足：存在整數 a 和 b，使得 n 為 a2 + b2 + 1 的因數。

解. 答案是所有不被 4 整除的正整數 n。

首先注意到，由中國剩餘定理，命題對 n = 2tpq11 · · · pqkk 成立，若且唯若命題對

2t, pq11 , · · · , p
qk
k 皆成立，因此我們僅需針對質數冪次進行討論即可。

對於 2t，由於 21 | 12 + 02 + 1，故 t = 1 滿足題意。又因為 x2 ≡ 0 or 1 mod 4，故

22 ∤ a2 + b2 + 1，因此 t ≥ 2 皆不滿足題意。

而對於奇質數 p，首先注意到 {a2 mod p} 與 {−1 − b2 mod p} 的大小皆為 p+1
2
，因此

必可找到 a 與 b 使得 a2 ≡ −1− b2 mod p，從而 p | a2 + b2 + 1。

現在假設存在 a 與 b 使得 pk 整除 a2+b2+1，WLOG 假設 p ∤ a。令 a2+b2+1 = Mpk。

此時，

(a+ pkt)2 + b2 + 1 ≡ (a2 + b2 + 1) + 2apkt+ p2kt2 ≡ Mpk + 2apkt mod pk+1

要使上式模 0，我們只需要取 t 使得

M + 2at ≡ 0 mod p,

而因為 p 是奇質數且 p ∤ a，這樣的 t 必然存在。以上便說明了存在 a 與 b 使得 pk+1 整除

a2 + b2 + 1，從而完成證明。

Marking scheme

• 猜測出正確答案：1 分

• 將問題化約成質數冪次：2 分

• 證明 2t 的部分：1 分

• 證明 p 的部分：1 分

• 利用 p 證明 pq 的部分：2 分



問題五. 證明：對於滿足 a21 + a22 + ...+ a2400 = 1 的實數 a1, a2, ..., a400，必存在正整數 m ≤ 10,

使得我們可以從中找到 m 個 ai1 , ..., aim（1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ 400），並適當選取

b1, ..., bm ∈ {−1, 1}，使滿足

|ai1b1 + ai2b2 + · · ·+ aimbm| <
1

2026
.

解. 我們可適當選取 bi ∈ {−1, 1} 來調整 aibi = ±|ai|。因此，不失一般性，可假設 0 ≤ a1 ≤

a2 ≤ · · · ≤ a400.

對於 ci ∈ {0, 1}，由柯西不等式可得到

0 ≤ a1c1 + · · ·+ a10c10 ≤
√

(a21 + · · ·+ a210)(c
2
1 + · · ·+ c210)

≤
√

1

4
(a21 + · · ·+ a2400) =

1

2
.

在這裡用到遞增數列的一個基本性質：a21+···+a210
10

≤ a21+···+a2400
400

.

注意到共有 210 種線性組合 a1c1 + · · ·+ a10c10. 將區間 [0, 1
2
] 等分割成 210 − 1 個子區間，

由鴿籠原理知，其中存在兩個 a1c
∗
1 + · · · + a10c

∗
10 及 a1c1,∗ + · · · + a10c10,∗ 落在同一個子

區間，其中 (c∗1, ...., c
∗
10) ̸= (c1,∗, ..., c10,∗)。我們得到

|a1(c∗1 − c1,∗) + · · ·+ a10(c
∗
10 − c10,∗)| ≤

1

2(210 − 1)
<

1

2026
.

最後，令 bi := c∗i − ci,∗ ∈ {−1, 0, 1}，並注意到 b1, ..., b10 不全為零, 故由上式得證。

出題者註記：改編至 1987IMO-P3。

Marking scheme


